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基于二元指数多项式的风速风向联合概率分布

熊昊然，程     杉  

（三峡大学电气与新能源学院，湖北  宜昌  443002）

摘     要：风能分布具有不均匀性，改进风能资源特征评估方法以提升其准确性和全面性对于风电场建设和风

能高效利用至关重要。为此，提出基于二元指数多项式的风速风向联合概率分布建模方法，利用线性最小二

乘法求解该模型的二元指数多项式参数，并加入归一化常数，使其满足概率密度函数特性，结合多种拟合优

度指标函数进行优化，求解二元指数多项式的最优指数，从而获得拟合性能最优的风速风向联合概率分布。

采用该模型拟合多个地区风电场的实测数据并与 Copula 模型进行对比验证，结果分析表明：由于二元指数多

项式模型具有更多拟合参数，使该模型在均方根误差、决定系数、赤池信息准则以及平均绝对百分比误差等

方面的指标均优于 Copula 模型，证明基于二元指数多项式的拟合模型可以更准确地拟合风电场的风速风向

数据。
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Joint probability distribution of wind speed and direction based on 
binary exponential polynomial
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（College of Electrical Engineering & New Energy，China Three Gorges University， Yichang 443002， China）

Abstract： The distribution of wind energy is uneven， and improving the assessment method of wind energy resource 

characteristics to enhance its accuracy and comprehensiveness is crucial for wind farm construction and efficient use of 

wind energy. A modeling method is proposed for the joint probability distribution of wind speed and wind direction 

based on a binary exponential polynomial. The parameters of the binary exponential polynomial of this model are solved 

by using linear least squares. A normalization constant is added to make the binary exponential polynomial satisfy the 

characteristics of the probability density function. It combines multiple goodness-of-fit index functions to solve the 

optimal index of the binary exponential polynomial， so that obtains the optimal fitting performance of the joint 

probability distribution of wind speed and direction. The model is used to fit the measured data of wind farms in multiple 

regions and compared with the Copula model for verification. The results show that due to the more fitting parameters of 

the binary exponential polynomial， the proposed model is superior to Copula model in the aspects of root mean square 

error， coefficient of determination， Akaike information criterion and average absolute percentage error. It is proved that 

the fitting model based on the binary exponential polynomial can more accurately fit the wind speed and direction data of 

the wind farm. 
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风能作为一种安全清洁能源受到了全世界的

密切关注［1‑2］，中国“十四五规划”已将风能建设作为

新能源发展的重要战略。当前全球风电装机总容

量已超过 837 GW，年复合增长率高达 9.2%［3‑4］。在

风电场建设的前期规划阶段，需要对风能资源进行

评估，通常以风速风向概率分布作为风能资源评估

的重要特征。不断改进和提升风速风向概率分布

模型的准确性及全面性，有利于合理优化风电场的

风机布局及提升风能资源的利用效率［5‑7］。

当前已有较多文献对风电场风速（本文特指风

的速率）概率分布的拟合模型展开了研究。文献

［8‑10］分 别 采 用 Weibull 和 Inverted Kumarswamy 
（IKum）分布对土耳其 6 个气象站风速进行拟合，并

采用功率密度误差和拟合优度 2 种指标比较了基于

Weibull 和 IKum 分布的拟合模型，发现两者拟合效

果较为接近；文献［11］发现基于 Weibull 分布拟合

模型在风速较低情况下存在着拟合性能较弱的问

题，因而提出基于普通和指数多项式的模型解决此

问题，并进一步将此模型的拟合效果与基于 Weibull
分布拟合模型进行对比，结果表明：基于普通和指

数多项式的拟合模型具有更好的拟合效果。

此外，部分文献聚焦于研究风向概率分布的拟

合模型。文献［12］在拟合马来西亚西南风向数据

的过程中，比较了基于冯米塞斯、圆形均匀、包装正

态以及包装柯西分布 4 种模型的拟合效果，发现基

于冯米塞斯分布的拟合模型准确度明显优于其他 3
种模型；文献［13］进一步提出了基于冯米塞斯分布

的加权组合拟合模型，通过调整加权数及组合方式

可进一步提升风向概率分布的拟合效果。

上述文献仅能对风速或风向等单一特征进行

拟合，难以对风速风向的联合概率分布开展评估。

为解决这一问题，目前已有少量文献开始研究风速

风向联合概率分布的拟合模型。文献［14］将风速

和风向描述为矢量，提出了基于 Copula 的风速风向

拟合模型，用于生成长期的风速风向样本，同时保

持实际风速风向联合概率分布及其阵风特性，采用

美国北达科他州气象站的风速风向数据验证其模

型的有效性；文献［15］引入角度—线性模型来联合

风速和风向边缘分布，使用中国平湖气象站的风速

风向数据验证模型，结果表明：角度—线性模型对

风速和风向的实测值有较好的拟合效果；文献［16］
使用非参数核密度模型来拟合风速风向联合概率

分布，将所提出的非参数核密度模型与一些传统模

型进行比较，发现非参数核密度模型能较好地拟合

风速风向特征。然而，上述模型中拟合函数的参数

数量有限，难以作进一步改进以提升风速风向联合

概率分布的拟合效果。

由于二元指数多项式相比于其他函数可通过

调节自身指数数量实现更优的数据拟合，有望进一

步提升风电场风速风向拟合效果，因此，本文在上

述研究基础上，提出基于二元指数多项式的风速风

向联合概率分布拟合模型，并利用线性最小二乘法

求解分布参数，利用该模型对美国北达科他州 4 个

站点实际风速风向数据进行拟合，并与基于 Copula
的风速风向拟合模型进行对比，以验证该模型具有

更优的拟合效果。

1    基于二元指数多项式的风速风向

联合概率分布

1.1    二元指数多项式的构建

为更好地拟合风速风向数据，本文提出基于二

元指数多项式的拟合模型，常规二元指数多项式为

f ( v，θ )= exp ( )∑
k = 0

M 1

∑
q = 0

M 2

a( )k，q vk θq  （1）

式中，v 为风速，m/s；θ 为风向，rad；a ( k，q ) 为二元指数

多项式参数；M 1、M 2 分别为二元指数多项式中风

速、风向变量的指数。

风速风向联合概率分布需要满足联合概率密

度函数的基本特性。考虑常规二元指数多项式的

概率密度函数具有非负特性，其在风速风向二维变

化区间的积分可能不为 1，因此，需在二元指数多项

式函数中加入归一化常数 C，使该函数在风速风向

的二维变化区间内积分为 1，即

g ( C，v，θ )= Cexp ( )∑
k = 0

M 1

∑
q = 0

M 2

a( )k，q vk θq  （2）

其中，

C = 1

∫
0

vmax∫
0

2π

exp ( )∑
k = 0

M 1

∑
q = 0

M 2

a( )k，q vk θq

 （3）

式中，[ ]0，vmax 、[ ]0，2π 分别为风速与风向的变化

区间。

1.2    风速风向样本数据预处理

对风速风向的样本数据进行预处理是求解二

元指数多项式参数的基础。样本数据预处理的主

要流程如下。

首先，将同步测量的风速风向数据划分为多个

区间，并统计每个区间中风速风向样本的概率，用
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于描述风速风向分布情况，其中风速取值范围为

0~vmax，风向取值范围为 0~2π，0 表示正北方向。

然后，以步长 Δw v = vmax /N 将实测风速区间

[ 0，vmax ] 等分为 N 组风速区间 [ ]（i - 1）Δw v，iΔw v ，

i=1，2，…，N；同时以步长 Δw θ = 2π/N 将实测风

向 区 间 [ ]0，2π 等 分 为 N 组 风 向 区 间

[ ]（j - 1）Δw θ，jΔw θ ，j=1，2，…，N。根据划分的风

速和风向区间，将 N 组风速和风向区间两两组合为

N 2 组 风 速 风 向 区 间 [ ]（i - 1）Δw v，iΔw v ⋃[（j - 1） 
Δw θ，jΔw θ ]，再计算每组风速与风向区间的中点值

vi 和 θj，即

vi = vmax（2i - 1） 2N （4）
θj = 2π（2j - 1） 2N （5）

分别选用 N 组风速、风向区间的中点值 vi、θj 作

为风速风向区间中风速、风向的代表值，从而得到

N2 组风速风向区间的代表值 ( )vi，θj 。对每组风速

风向代表值 ( )vi，θj 内风速风向的频数 p( )i，j 进行统

计，并计算各组风速风向代表值所在区间的风速风

向频率与该区间面积比值 fm (⋅)，fm (⋅) 可表示实测风

速风向样本的风速风向概率分布近似值，即  
fm ( vi，θj )= p( )i，j /Δw v wθ P （6）

式中，w v、w θ 分别为风速和风向区间步长；P 为实测

风速风向样本总数。

最后，计算并获得风速风向频率分布直方图，

本文以美国 North Dakota 州 Bowbells 地区风电场

10 年（2011 年 10 月—2021 年 10 月）每小时风速风向

样本数据［17］为例，对其进行预处理，获得风速风向

概率分布直方图，如图 1 所示。
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图 1    Bowbells 地区风速风向频率分布直方图

Figure 1    Histogram of wind speed, wind direction and 
frequency in Bowbells area

1.3    基于线性最小二乘法的参数求解

求解二元指数多项式参数的流程如下。

1） 二元指数多项式在任意区间的取值应与风

速风向的概率近似相等，即

f ( v，θ )≈ fm ( vi，θj ) （7）
2） 利用线性最小二乘法求解常规二元指数多

项式参数 a ( k，q )，线性最小二乘法目标函数［11］为

Q = ∑
i = 1

N

∑
j = 1

N é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úln fm ( vi，θj )- ( )∑

k = 0

M 1

∑
q = 0

M 2

a( )k，q vi
k θj

q

2

  （8）

式中，Q 为实测数据与常规二元指数多项式取值误

差平方和；fm ( vi1，θi2 ) 为直方图中每个风速风向区

间的概率与区间面积比值；f ( vi1，θi2 ) 为式（1）中常

规二元指数多项式对风速风向概率分布的拟合值。

3） 为求解最小化 Q 时的参数 a ( k，q )，对式（8）中

所有二元指数多项式参数 a ( k，q ) 分别求偏导，得到： 
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∑
i = 1

N

∑
j = 1

N ( )∑
k = 0

M 1

∑
q = 0

M 2

a ( k，q ) vk
i θ q

j = ∑
i = 1

N

∑
j = 1

N

ln fm ( )vi，θj

∑
i = 1

N

∑
j = 1

N

vi ( )∑
k = 0

M 1

∑
q = 0

M 2

a ( k，q ) vk
i θ q

j =

∑
i = 1

N

∑
j = 1

N

vi ln fm ( )vi，θj

                             ⋮

∑
i = 1

N

∑
j = 1

N

vM 1
i ( )∑

k = 0

M 1

∑
q = 0

M 2

a ( k，q ) vk
i θ q

j =

∑
i = 1

N

∑
j = 1

N

vM 1
i ln fm ( )vi，θj

∑
i = 1

N

∑
j = 1

N

vi θj( )∑
k = 0

M 1

∑
q = 0

M 2

a ( k，q ) vk
i θ q

j =

∑
i = 1

N

∑
j = 1

N

vi θj ln fm ( )vi，θj

                             ⋮

∑
i = 1

N

∑
j = 1

N

vM 1
i θ M 2

j ( )∑
k = 0

M 1

∑
q = 0

M 2

a ( k，q ) vk
i θ q

j =

∑
i = 1

N

∑
j = 1

N

vM 1
i θ M 2

j ln fm ( )vi，θj

（9）

将式（9）写成矩阵形式，得到：

X=
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ú1 v1 ⋯ vM 1
1 θ1 v1 θ1 ⋯ vM 1

1 θ1 ⋯ vM 1
1 θ M 2

1

1 v2 ⋯ vM 1
2 θ1 v1 θ1 ⋯ vM 1

2 θ1 ⋯ vM 1
2 θ M 2

1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
1 vN ⋯ vM 1

N θ1 vN θ1 ⋯ vM 1
N θ1 ⋯ vM 1

N θ M 2
1

1 v1 ⋯ vM 1
1 θ2 v1 θ2 ⋯ vM 1

1 θ2 ⋯ vM 1
1 θ M 2

2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
1 vN ⋯ vM 1

N θN vN θN ⋯ vM 1
N θN ⋯ vM 1

N θ M 2
N

（10）
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Y=

[ ]ln fm ( v1，θ1 ) ln fm ( v2，θ1 ) ⋯ ln fm ( vN，θN )
T

（11）

Z= [ ]a( )0，0 a( )1，0 ⋯ a( )M 1，M 2

T （12）

XX T Z= X TY （13）
式（10）中矩阵的行数为 N × N，列数为 M 1 × M 2；式

（13）为式（9）的矩阵形式，由式（13）可得：

Z= ( )XX T -1
X TY （14）

4） 将样本数据预处理后获得的 N2个风速风向

区间 ( vi1，θi2 ) 所对应的风速 vi1、风向 θi2、fm (⋅) 分别代

入 X、Y和 Z中，求解式（14），即可得到风速风向概

率分布的常规二元指数多项式；再利用式（3）求出

归一化常数 C，使常规二元指数多项式满足概率密

度函数的基本特性，从而获得风速风向联合概率分

布的归一化二元指数多项式。

1.4    二元指数多项式的最优指数求解

经过大量的数值实验发现二元指数多项式中

风速和风向变量指数可能存在过拟合现象，为获得

二元指数多项式中风速和风向变量的最优指数，需

将 4 种拟合优度指标作为性能指标函数。

1.4.1    拟合优度指标

当使用概率密度函数方法研究风能特性时，

分布函数的拟合效果可以通过拟合优度指标来量

化，本文选取 4 种常见的拟合优度指标，分别是

均方根误差（root mean square error，RMSE）、决定

系 数（coefficient of determination，R2）、赤 池 信 息

准 则（akaike information criterion，AIC）和 平 均 绝

对 百 分 比 误 差（mean absolute percentage error，
MAPE）。

RMSE 表示模型的估计值和实测值之间的误

差，其值越接近 0，模型对样本值拟合效果越好，计

算式［11］为

eRMSE = 1
N 2 ∑

i1 = 1

N

∑
i2 = 1

N

{ }[ ]g ( C，vi1，θi2 )- fm ( vi1，θi2 )
2  

（15）
R2是判断模型拟合优劣的统计量，计算式［11］为

R2 =
∑
i1 = 1

N

∑
i2 = 1

N

{ }[ ]fm ( vi1，θi2 )- f̄
2

∑
i1 = 1

N

∑
i2 = 1

N

{ }[ ]g ( C，vi1，θi2 )- f̄
2

 （16）

 -f = 1
N 2 ∑

i1 = 1

N

∑
i2 = 1

N

fm ( vi1，θi2 ) （17）

R2 的取值范围为［0，1］，越接近 1，模型对样本

的解释能力越强，对样本值的拟合效果越好。

AIC 是衡量一组给定数据的概率分布相对质量

的指标，计算式［14］为

cAIC = 2m - ∑
i1 = 1

N

∑
i2 = 1

N

2 ln [ ]g ( C，vi1，θi2 )  （18）

其中，m 为 g (⋅)中参数的个数。AIC 越小，表明模型

的拟合效果越好。

MAPE 用来量化拟合值与实际值的相对变化，

其值越接近 0，模型的拟合效果越好，计算式［17］为

eMAPE = 1
N 2 ∑

i1 = 1

N

∑
i2 = 1

N |

|

|
||
|
|
||

|

|
||
|
|
| fm ( vi1，θi2 )- g ( C，vi1，θi2 )

fm ( vi1，θi2 )

（19）
1.4.2    最优指数求解步骤

求解二元指数多项式最优指数步骤如下：

1） 设常规二元指数多项式中风速、风向变量指

数 M1、M2 均为 0，利用实测风速风向数据绘制风速

风向频率分布直方图；

2） 从风速风向频率分布直方图中提取 N2个区

间 ( vi1，θi2 ) 所对应的风速 vi1、风向 θi2 及概率 fm (⋅)，通
过线性最小二乘法计算常规二元指数多项式的

参数 a ( k，q )；

3） 利用式（4）计算归一化常数 C，得到风速风

向联合概率分布的归一化二元指数多项式，并计算

拟合优度指标；

4） 设 M 1 = M 1 + 1 或 M 2 = M 2 + 1，返回步骤

2），得出最优拟合优度指标时停止循环，记录此时

参数 aj1，j2 和归一化常数 C。

2    仿真算例

2.1    风速风向样本数据

为验证二元指数多项式的有效性，本文还采

用 美 国 北 达 科 他 州 Bowbells、Dazey、Harvey 和

Mandan 这 4 个地区的风电场（2011 年 10 月—2021
年 10 月）的风速和风向样本数据［14］，4 个地区的地理

位置资料如表 1 所示；4 个地区的风速风向频率分布

直方图如图 2 所示，显示这 4 个地区的风速风向概

率分布含有 2、3个峰值，风速主要集中在 0~10 m/s，
风向主要集中在东南和西北方向。
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表 1    美国北达科他州 4 个地区的地理位置资料

Table 1    Geographical and location information on 
 four regions of North Dakota, USA

名称

Bowbells

Dazey

Harvey

Mandan

纬度/（°）

48.817

47.183

47.731

46.774

经度/（°）

-102.239

-98.138

-99.919

-100.914

海拔/m

597

439

493

591
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5
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图 2    美国北达科他州风速风向频率分布直方图

Figure 2    Histogram of wind speed, wind direction and 
frequency in North Dakota, USA

2.2    本文风速风向拟合模型与 Copula模型比较

目前常见的风速风向联合概率分布模型为

Copula 模型［14］，为验证二元指数多项式的有效性，

本文将二元指数多项式和基于 Copula 的风速风向

的拟合模型结果进行对比，Copula 模型首先使用

Gamma 分布［18］作为风电场的风速概率分布，然后采

用四重混合冯米塞斯分布［12］作为电场的风向概率

分布，最后使用 Frank Copula 将风速和风向概率分

布联合。

在 Bowbells 地区，二元指数多项式的最优指数

分别为 M 1 = 5，M 2 = 7，此时二元指数多项式的参

数如表 2 所示，归一化常数 C 为 1.002 8。Bowbells
地 区 的 Copula 模 型 参 数 如 表 3 所 示 ，α 为 Frank 
Copula 的参数，b、c 分别为 Gamma 分布的形状、逆

尺度参数，δ 为四重混合冯米塞斯分布的权重，m、k

分别代表方位角的平均体现和集中程度。

采用基于 Coupla 和二元指数多项式拟合模型

获得的 Bowbells、Dazey、Harvey 和 Mandan 地区的

风速风向联合概率分布如图 3 所示，可以看出，

Frank Copula 模型所拟合的 4 个地区风速风向联合

概率分布大致相同，都具有 2 个较为显著的峰值；其

不同之处在于 4 个地区风速风向联合概率密度的峰

值大小有所不同，不能完全体现不同地区风速风向

概率分布特征，并且该模型对低角度区域的风速拟

合效果较差；基于二元指数多项式模型所拟合的 4
个地区风速风向联合概率分布均具有明显的差异

性，能够精准地体现不同区域的风速风向概率分布

特征，这是由于二元指数多项式有更多参数，并能

根据各地区风速风向的复杂程度修改函数次数，从

而更精准地拟合风速风向。

2 种模型的拟合优度指标如表 4 所示，4 个地区

都是二元指数多项式的拟合精度更高，基于二元指

数多项式的风速风向拟合模型对风速风向的拟合

精度优于基于 Copula的风速风向拟合模型。

表 2    Bowbells 地区的二元指数多项式参数

Table 2    Parameters of binary exponential polynomial 
for Bowbells area

参数

a（0，0）

a（1，0）

a（2，0）

a（3，0）

a（4，0）

a（5，0）

a（0，2）

a（1，2）

a（2，2）

a（3，2）

a（4，2）

a（5，2）

a（0，4）

a（1，4）

a（2，4）

a（3，4）

数值

-3.802

-2.320

1.109

-0.184

0.011

-26.680

28.785

-44.517

16.017

-2.220

0.126

-27.880

11.772

-19.104

6.942

-0.980

参数

a（4，4）

a（5，4）

a（0，6）

a（1，6）

a（2，6）

a（3，6）

a（4，6）

a（5，6）

a（0，1）

a（1，1）

a（2，1）

a（3，1）

a（4，1）

a（5，1）

a（0，3）

a（1，3）

数值

0.056

-14.280

0.311

-0.522

0.191

-0.027

1.575×10-3

-35.610

-12.690

19.292

-6.923

0.955

-0.054

1.064×10-3

-26.374

41.906

参数

a（2，3）

a（3，3）

a（4，3）

a（5，3）

a（0，5）

a（1，5）

a（2，5）

a（3，5）

a（4，5）

a（5，5）

a（0，7）

a（1，7）

a（2，7）

a（3，7）

a（4，7）

a（5，7）

数值

-15.158

2.123

-0.122

2.416×10-3

-2.715

4.485

-1.635

0.232

-0.013

2.689×10-4

-0.014

0.024

-90.120

1.242×10-3

-28.680

1.451×10-6

表 3    Bowbells 地区的 Copula 模型参数

Table 3    Parameters of Copula model for Bowbells area

名称

Frank Copula

Gamma

Von Mises

参数

α

b，c

δ1，μ1，k1

δ2，μ2，k2

δ3，μ3，k3

δ4，μ4，k4

数值

1.332

2.929，1.417

0.326，5.766，5.088

0.435，0.133，2.467

0.076，12.986，3.974

0.163，3.489，2.353
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图 3    采用 Frank Coupla 和二元指数多项式拟合模型

获得的北达科他州风速风向联合概率分布对比

Figure 3    Comparison of joint probability distributions of 
wind speed and direction in North Dakota by Frank 

Coupla and binary exponential polynomial model

表 4    二元指数多项式与 Copula 模型的拟合优度指标对比

Table 4    Comparison of goodness‑of‑fit indexes by 
Coupla and binary exponential polynomial model

地区

Bowbells

Dazey

Harvey

Mandan

模型类别

二元指数多项式

Copula

二元指数多项式

Copula

二元指数多项式

Copula

二元指数多项式

Copula

R2

0.868

0.756

0.879

0.766

0.899

0.814

0.864

0.759

eRMSE/10-3

4.508

6.021

3.935

5.033

3.908

5.308

4.862

6.145

cAIC

38 847

70 244

41 679

72 827

36 195

76 622

35 732

76 671

eMAPE

23.421

26.492

25.961

29.495

20.921

22.114

24.853

29.554

2.3    不同指数的二元指数多项式比较

为比较不同指数的二元指数多项式对风速风

向的拟合效果，将不同指数的二元指数多项式进行

对比试验。Mandan 地区二元指数多项式中有 4 种

风速风向变量指数，其绘制的风速风向联合概率分

布如图 4 所示；不同指数的二元指数多项式的 4 种

拟合优度指标如表 5 所示。从图 4 和表 5 可以看出，

M1=6、M2=7 时为最优二元指数多项式，指数并不

是越高越好，指数过高会导致过拟合，指数过低会

导致拟合不足，因此，选取最优指数才能获得最优

的拟合效果。
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图 4    不同指数条件下的风速风向联合概率分布对比

Figure 4    Comparison of joint probability distributions of 
wind speed and direction under different 

exponential conditions

表 5    不同指数二元指数多项式的拟合优度指标

Table 5    Goodness‑of‑fit indexes of binary exponential 
polynomial with different exponents

指数

M1=5，M2=5

M1=6，M2=6

M1=6，M2=7

M1=6，M2=8

R2

0.829

0.844

0.864

0.855

eRMSE/10-3

5.699

5.288

4.862

5.001

cAIC

36 518

35 970

35 732

35 987

eMAPE

26.212

25.213

24.853

25.445

3    结语

本文提出了基于二元指数多项式的风速风向

联合概率分布拟合模型。首先，利用线性最小二乘

法计算了二元指数多项式拟合模型的参数，根据拟

合优度指标选择最优指数，并利用实测的风速风向

数据对该模型进行验证，同时与基于 Copula 函数的

拟合模型进行对比，分别计算了 eRMSE、R2、cAIC 和
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eMAPE 这 4 个拟合优度指标。研究结果表明：本文所

提模型能够更加精准地拟合风电场的风速风向

数据。

未来将进一步改进该模型，在此模型基础上综

合尾流效应，以期获得更贴近实际的风速风向联合

概率分布，并应用于风电场布局优化中。
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