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摘     要：针对不完全可观系统提出一种基于高斯混合模型的谐波责任估计方法。依据谐波测量电压的概率分布特

性估计各谐波负荷的谐波责任，规避因引入不可测的线路参数对量化谐波责任造成的困难。先根据测得的谐波电

压样本训练高斯混合模型；然后，基于贝叶斯信息准则和 Kullback⁃Leibler 散度比率确定混合模型中的高斯分量的

数量及位置范围，并通过 Z 检验实现谐波电压样本的异常检测；最后，通过 IEEE 14 节点测试系统检验了所提方法

的有效性。
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Abstract： A harmonic responsibility estimation method based on the Gaussian mixture model （GMM） is proposed for 

partially observable systems. This method estimates the harmonic responsibility of each harmonic load based on the 

probabilistic distribution characteristics of measured harmonic voltages， circumventing the difficulties in quantifying 

harmonic responsibility due to the introduction of unmeasurable line parameters. Specifically， the process begins by 

training a GMM using the measured harmonic voltage samples. Then， the number and range of Gaussian components in 

the mixture model are determined based on the Bayesian information criterion and the Kullback-Leibler divergence ratio. 

Additionally， anomaly detection of harmonic voltage samples is achieved through the Z-test principle. Finally， the 

effectiveness of the proposed method is verified using the IEEE 14-node test system.

Key words： harmonic responsibility estimation； Gaussian mixture model； Bayesian information criterion； Kullback-

Leibler divergence； abnormal harmonic detection

风能和太阳能光伏电站通过整流、逆变器等非

线性设备接入电网，该过程会向电网注入不同频次

的谐波［1⁃5］。高水平的谐波可能导致发电设备损坏

或劣化，降低发电效率，甚至引发系统振荡，严重威

胁电力系统的安全稳定运行。因此，在新能源不断

发展的背景下，应更加关注电网中的谐波问题［1⁃2］，
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对主要谐波负荷施行更有效的监控和管理措施，包括

准确量化主要谐波负荷用户的谐波责任（harmonic 
responsibility，UR）［6⁃8］，制定公正合理的谐波奖惩方

法等，进而将系统内各谐波负荷用户的谐波水平控

制在合理范围内。

谐波负荷的谐波责任量化通常通过谐波阻抗

估计技术［9⁃11］和谐波状态估计［12⁃15］实现。而谐波监

测数据的统计特征和概率特性是这两类技术路径

中的重要研究方向。文献［16⁃17］分别基于支持向

量机和最大后验估计原理评估母线包含谐波源

（harmonic source，HS）的概率，进而实现谐波源定

位和谐波潮流计算。文献［18］通过数据筛选和聚

类对谐波观测量预处理，基于最小二乘回归计算谐

波责任，抑制背景谐波波动对回归计算的不利影

响。文献［19⁃20］采用核密度估计方法，建立谐波负

荷的概率模型，验证了通过概率分布描述谐波分布

特征的可行性。基于最大熵原理，文献［21⁃22］通过

重要抽样方法对谐波电压责任的计算结果抽样，提

升了谐波电压责任划分的可靠性。这些方法均是

借助概率论来解决谐波治理研究领域的各类典型

问题，但这些方法也具有一定局限性。通常它们要

求系统可观或网络阻抗参数已知。系统可观，即系

统中任意谐波负荷节点或其相邻节点配备谐波量

测装置，使得该节点的谐波电压与支路谐波电流可

测量。由于谐波状态估计本质上属于广义的谐波

潮流计算，因此基于谐波状态估计的谐波责任划分

需要知晓电网的拓扑结构、部分元件和线路参数等

信息［4，12，17］。然而，某些系统中存在的各类因素限制

了谐波状态估计的有效实施。考虑到谐波监测装

置的成本问题，在所有节点安装谐波监测装置是不

现实的。即使有研究通过优化谐波装置的布局方

案来提升系统可观性［23］，但对于体量庞大且结构复

杂的系统，其可观性与经济性之间的固有矛盾仍难

以得到有效的调和［7］。同时，很多监测装置本身储

存能力有限，仅能记录谐波电压和谐波电流之间的

相位差，而缺失具体的相位信息［5，10］；另一方面，实

际系统中某些线路的准确参数是难以获取的，这显

然提升了谐波状态估计和谐波责任量化的难度。

针对这些问题，本文提出一种基于高斯混合模型

（Gaussian mixture model，GMM）的谐波责任量化

方法，确立了根据谐波观测量的概率分布特性分离

谐波负荷的概率分布，并根据支路观测量和谐波负

荷分量之间的关联程度匹配两者对应关系，该过程

同时兼顾了对异常谐波样本的辨识，可为不完全可

观且相位信息不完整的系统的谐波责任量化与异

常检测问题提供解决方案。

1    谐波责任量化基本原理

以具有 n 个观测节点和 m 个谐波负荷节点的系

统为例，安装于观测节点的谐波监测装置可测量该

节点的谐波电压和与该节点连接的各支路的谐波

电流；谐波负荷节点中存在非线性负载和线性负

载，其中非线性负载是产生谐波的主要来源，通常

被等效为独立谐波电流源；而线性负载不产生谐

波，一般将其等效为相应频次的谐波阻抗。根据叠

加定理，观测节点 i 处某频次的谐波电压 U i 是由所

有该频次的谐波电流源 I1 ~Im 经过系统负载和线路

的等效谐波阻抗耦合形成的［5］，即

U i = ∑
j = 1

m

Zj‑i I j （1）

式中，Z j‑i 为谐波负荷节点 j到观测节点 i之间的等效

谐波阻抗。

假设系统内具有 3 个谐波负荷节点 I1 ~I3，若将

观测电压 ||U i 视为单位长度，那么各节点的谐波负

荷电流及其谐波责任的矢量关系图如图 1 所示。

||U i   

|| Z 1 - i I1   

|| Z 3 - i I3   

|| Z 2 - i I2   

β1 - i  β2 - i  β3 - i  

图 1    谐波责任矢量关系

Figure 1    Relationship diagram of harmonic 
responsibility vector

在图 1 中，谐波责任 βj - i 是谐波电流源在观测

母线处的投影电压占母线电压幅值的比例［5⁃10］，即

βj - i =
|| Z j - i I j ⋅ cos φj - i

||U i

× 100% =

|| Z j - i I j ⋅ cos φj - i

∑
j = 1

m

|| Z j - i I j ⋅ cos φj - i

× 100% （2）

式中，φj - i 为 Z j - i I j 和U i 之间的夹角。

2    基于 GMM 的谐波责任量化方法

2.1    谐波观测量的 GMM 分析

从电路层面看，谐波测量电压幅值 ||U i 是 m 个
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谐波电流源经过线路等效阻抗后的加权叠加，且谐

波源在观测母线上的电压投影越大，其对观测母线

的谐波电压的影响作用越大。从概率分布的层面

看， ||U i 的概率分布特性可以视为由 m 个谐波电流源

的概率分布特性叠加生成（为书写方便，将电压幅值

||U i 简写为 U i，对于电流和阻抗同样处理），而其由

谐波源 j形成的概率为 pj - i，且满足∑
j = 1

m

pj - i = 1，即

P ( )U i = P ( )∑
j = 1

m

Ij Zj - i = ∑
j = 1

m

pj - i f j （3）

式中，fj 为第 j 个谐波电流源乘以该节点到观测节点

转移阻抗后的概率密度函数。

在式（3）中，概率密度函数 fj 对应的概率值 pj - i

反映了谐波源与对应转移阻抗对观测谐波电压的

综合影响。概率 pj - i 越大，对应的谐波负荷节点对

观测母线的影响越大；反之，概率 pj - i 越小，对应的

谐波负荷节点对观测母线的影响越小。而观测母

线谐波概率分布接近 pj - i 值最大的谐波负荷节点的

概率分布。而 pj - i 同时考虑了谐波源和对应的谐波

转移阻抗，所以可以采用该值作为对应谐波负荷节

点对观测母线的谐波责任，这可以避免单独计算阻

抗参数。

考虑到新能源、牵引负荷等典型谐波负荷的出

力具有随机特性［22］，因此假设统计时段内，样本容

量为 n 的谐波观测电压 U i 近似服从高斯分布，其概

率密度函数 P ( )U i 可表示为 m 个谐波电流源的高斯

分布 N 1 ~N m（各高斯分布为以其均值为中心的族）

的加权叠加，因此式（3）又可以写为

P ( )U i = ∑
j = 1

m

pj - i N j( )Ij |μj，δj =

∑
j = 1

m

pj - i
1

2π exp
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú

- ( )Ij - μj

2

2δj
2

 （4）

式中，μj 和 δj 分别为第 j个高斯分布的均值和方差。

式（4）所描述的概率分布特性是谐波负荷节点

在统计时段内的固有特性，其不受其他谐波负荷节

点的影响。对于已测定的谐波测量电压样本 U i，其

由第 j 个高斯分布模型 N j 主导的后验概率 γj - i 决

定，其表达式为

γj - i =
pj - i N j( )U i |μj，σj

∑
j = 1

m

pj - i N j( )U i |μj，σj

 （5）

最 大 期 望（expectation maximization，EM）算

法［24⁃27］通 过 最 大 化 γj - i 迭 代 估 计 N j 的 参 数 θj =
[ ]pj - i，μj，σj 来得到概率估计，即

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

p( )s + 1
j - i = ∑

j = 1

m

γ( )s
j - i m

μ( )s + 1
j = ∑

j = 1

m

γ( )s
j U i ∑

j = 1

m

γj
( )s

δ ( )s + 1
j = ∑

j = 1

m

γ( )s
j ( )U i - μ( )s

j ( )U i - μ( )s
j

T ∑
j = 1

m

γj - i
( )s

（6）
式中，s为迭代次数。

重复计算式（5）、（6），直至参数 θ ( )s + 1
j 的迭代变

化量小于阈值，即  θ ( t + 1 )- θ ( t ) ≤ ε 时停止迭

代。进而以每个分布分量的概率权重作为分量对

应的谐波责任。

在电力系统稳定运行状态下，观测节点的谐波

电压和各支路谐波电流的波动通常处于一定范围

内，当观测节点监测到异常谐波样本时，可能提示

着系统结构发生变化或某些设备出现故障。异常

谐波监测样本不一定表示系统出现了严重问题，但

仍需要进一步检查和分析。因此有必要识别异常

谐波样本［28］，这对确保 GMM 模型的准确性也有重

要意义。在每次更新 GMM 模型前，先根据式（5）计

算新的测量样本由各个高斯分量生成的后验概率，

并以最大概率对应的高斯分布（假设为第 k 个高斯

分布）为其所属的族；然后，基于该样本在该高斯分

布中的 Z 分数（Z⁃score）进一步检验其是否由该分布

生成：当 Z 分数大于等于 3 时，判定其为异常样本；

当 Z 分数小于 3 时，则根据该样本和式（6）对混合模

型进行更新，以保持模型的时效性。对于观测节点

i，其电压测量样本的 Z 分数计算式为

Zi = |
|

|
| ( )U i - μk σk  （7）

GMM 模型存在分布分量数目不确定的问题，

需要结合实际信息，通过如下方式选择最优分离数

目：由于式（4）所示的谐波责任的概率分布为一维

高斯分布，参数 θ 的结构简单；同时，电力系统中的

谐波负荷通常具备稀疏性，即对应的 GMM 模型中

的高斯分量的数目 m 较小，故适合通过贝叶斯信息

准 则（Bayesian information criterion，BIC）来 评 估

GMM 模型的合理性。该信息准则 B 的计算式为

B = k ln n - 2 ln Lθ （8）
式中：k 为模型的参数数量，即所有高斯分量模型的

方差、期望以及权重系数的数量，k=3m-1；n 为训
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练样本数量；ln Lθ 为参数 θ 的对数似然函数，即

ln Lθ = ∑
i = 1

n

ln [ ]p ( )U i |θ 。

根据目标系统内主要谐波负荷（如变频器、整

流器及电弧炉等）的位置和数量等先验信息，确定 m
的范围，并在 m 的可行范围内分别训练 GMM 模型，

进而计算 m 在各个取值条件下的 GMM 模型的 BIC，

以其中 BIC值最小的 GMM 模型作为最佳结果。

2.2    基于 KL 散度的节点匹配

在得到若干高斯分布分量后，需要进一步匹配

各个分量与谐波负荷节点之间的对应关系。首先，

将不可观网络内部的主要谐波源电流等效移到网

络端口即观测支路处［12］，该处理流程如图 2 所示。

不可观节点

HS2 HS1 HS4

414321

图 2    不可观节点的等效处理

Figure 2    Equivalent processing of unobservable nodes

在图 2 中，节点 2 为主要谐波负荷节点，则包含

该节点的不可观网络的等效处理为

ì
í
î

ïï

ïïïï

IHS1 = -( )Y 12Y 33 Y 33Y 22 - Y 23Y 32 IHS2

IHS4 = ( )Y 32Y 34 Y 33Y 22 - Y 23Y 32 IHS2

 （9）

式中，IHS1、IHS4 分别为节点 2 的谐波电流等效移至节

点 1 和 4 处的谐波电流，即端口等效电流；Yij为节点

i和 j之间的导纳。

由式（9）可知，不可观网络中的主要谐波负荷

电流 IHS2 与端口等效电流 IHS1 和 IHS4 强相关。基于

此，分别计算观测节点的支路测量电流的概率分布

与 GMM 模型中的高斯分布分量之间的相似程度，

进 而 匹 配 两 者 的 对 应 关 系 。 KL 散 度（Kullback⁃ 
Leibler divergence）是两个概率分布之间相似程度

的度量。若两个概率分布的 KL 散度越小，则这两

个概率分布的相似度越高；反之，若两个概率分布

的 KL 散度越大，则这两个概率分布的相似度越低。

概率密度函数 f1( )x 和 f2( )x 之间的 KL 散度 K 的计

算式［29］为

K = ∑f1 ( x ) ln ( )f1 ( x ) f2 ( x )  （10）

分别计算支路观测电流与 GMM 模型中各个高

斯分布之间的 KL 散度。其中，假设 Kji 为第 j 个高

斯分布与支路 i 处的观测电流之间的 KL 散度，进而

可以得到各个高斯分布对某支路电流的 KL 散度比

率 λji，即

λji = Kji ∑
j = 1

m

Kji （11）

λji 在数值上代表第 j 个高斯分布属于第 i 个支

路测量电流的可能性。λji 值越大，第 j 个谐波电流

源存在于第 i 个端口内的概率越大；反之，λji 值越

小，第 j 个谐波电流源存在于第 i 个端口内的概率越

小。综上所述，基于 GMM 的谐波责任量化及异常

检测方法的流程如图 3 所示。

开始

获取观测谐波电
压、电流数据

初始化参数

计算后验概率

基于 EM 原理估计 GMM
参数，并计算参数变化量

参数的迭代
变化量是否小于

迭代阈值

否 否

是

基于 BIC 评价 GMM
模型并确定最佳簇数

基于 KL 散度匹配 GMM
模型和谐波负荷节点

结束

是

G
M
M
训
练

异
常
监
测发

出
异
常
检
测
信
息

样本异常

基于 Z 分数
的异常监测

图 3    方法流程

Figure 3    Flowchart of proposed method

3    仿真测试

基于 Simulink 平台搭建如图 4 所示的 14 节点测

试系统：该系统的基准容量为 100 MV · A，基准电

压为 35 kV；在节点 4 处安装的谐波监测装置持续采

集 1 000 组电压和支路电流。

线性负载节点

非线性负载节点

观测节点

支路测量电流

14

11 12 13

10

54321

9 6

78

图 4    14 节点测试网络

Figure 4    14⁃node test network
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在测量信号中添加 2 种随机波动信号：一组

服从韦伯分布［30⁃31］（Weibull distribution）的随机信

号模拟新能源出力波动；另一组以服从均匀分布

的随机信号模拟背景谐波波动（以测量支路的谐

波电流为基准幅值，随机信号的幅值分别为 10%、

15%、20%、25% 和 3% 的基准幅值），测试所提方

法受系统背景谐波电压波动的影响。原始谐波

测量信号以及附加随机波动干扰后的实测信号

如图 5 所示（以背景谐波波动为 20% 幅值为例）。

在各组测量数据中，前 600 组的数据为训练数据；

后 400 组数据用于验证所提算法对异常谐波检测

的准确性（第 841 个的采样样本为异常值）。节点

2、7、9、12 均为谐波负荷节点。不难发现，这些

谐波负荷节点均不在监测节点 4 的可观范围内。

根据仿真参数和式（2）计算测量时段内节点 2、
7、9、12 在节点 4 处的 5 次谐波责任，其结果分别 为

β2⁃4 = 0.176 2，β7⁃4 = 0.294 8，β9⁃4 = 0.115 7，β12⁃4 = 
0.413 3。
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（c） 支路 6-4 谐波电流
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值

/p
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.

采样样本点

（e） 谐波电压

原始谐波 含干扰的实测谐波

图 5    节点 4 的谐波电压及支路谐波电流

Figure 5    Harmonic voltage and branch harmonic current at node 4

由于该测试系统的谐波负荷节点均不可观，因

此传统的谐波状态估计方法不适用于该案例。由

于盲源分离方法不需要已知线路参数构成的量测

矩阵，而仅需根据谐波源之间的数据独立性分离出

指定数量的独立分量［15］，且该方法无须计算转移阻

抗即可得到谐波源对观测节点的谐波责任［10］，因

此，采用 FastICA 方法（简称为方法 2）作为对比方

法检验所提方法（简称为方法 1）的有效性。

ej⁃4 =
|| βj⁃4 - β̂ j⁃4   || βj⁃4 × 100%，j = 2，7，9，12    （12）

式中，β̂ j⁃4 为各方法估计的节点 2、7、9 和 12 对节点 4
的谐波责任。

分别按照式（12）计算这 2 种方法在不同程度的

背景谐波波动程度条件下的相对误差，结果如图 6
所示。

以背景谐波波动 20% 幅值的测试组为例，所提

方法基于 GMM 分析，并根据 BIC 准则得到最佳

GMM 模型中共包含 4 个独立的高斯分布，分别用

N1~N4 表示，这 4 个独立高斯分布对应的混合比例

系数分别为 0.292 6，0.153 6，0.103 8，0.449 8。分别

计算 N1~N4 与支路测量电流之间的 KL 散度，结果
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见表 1。并得到 N1~N4与支路测量电流之间的对应

关系：N1，N3 与支路 6⁃4 对应；N2 与支路 3⁃4 对应；

N4 与支路 10⁃4 对应；对于观测支路 5⁃4，其与各个

分布之间的 KL 散度均较大且比率大小相当，故

其端口内可能不存在谐波源，这也与系统设置情况

相符。

表 1    KL 散度比率

Table 1    KL divergence ratio %   

高斯分布

分量

N1

N2

N3

N4

KL 散度比率

支路 3⁃4

5.6

78.1

7.2

9.1

支路 5⁃4

24.7

29.2

21.7

24.4

支路 6⁃4

46.3

2.8

47.7

54.7

支路 10⁃4

15.1

11.7

6.2

67.0

根据 2 种方法的误差分布（图 6）可以看出，方

法 1 对谐波负荷节点的谐波责任的估计准确性和

稳定性明显高于方法 2 的。形成这种误差分布的

主要原因是：本案例中节点 7 和节点 12 的 5 次谐波

成分之间的相关性较高（两者互信息占总熵的比例

约为 0.275），这显然不满足 FastICA 方法对各个源

信号之间高度独立［15］的假设。因此，该方法对节

点 2、7 的谐波责任的估计具有显著误差。而在

GMM 模型中，每个样本点都被假设来自若干高斯

分布中的某一个分量，由这些分量加权组成的混合

模型并不要求它们彼此之间是独立的。随着背景

谐波波动程度增大，方法 1 的优势更为显著。当背

景谐波波动幅值相当于 25% 的测量基准幅值的

时，方法 2 的平均相对误差已高于 20%；而由于服

从均匀分布的随机干扰叠加在服从高斯分布的谐

波源上所形成的实测信号仍近似服从高斯分布，因

此方法 1 可以在背景谐波波动幅度较大时仍保持

较低的误差水平。

0.6

0.4

0.2

0.0

相
对

误
差

/%

基准幅值/%

10 15 20 25 30

方法 1 的平均相对误差
方法 2 的平均相对误差
方法 1 的各节点相对误差
方法 2 的各节点相对误差

图 6    不同背景谐波波动条件下的误差

Figure 6    Errors under different background harmonic 
fluctuation conditions

基于前 600 组样本训练的 GMM 模型，按照

3.2 节所述方法计算 1 h 谐波样本的 Z 分数，发现第

841 个样本的 Z 分数为 3.071。因此，该样本被认定

为异常谐波电压，这一结果与仿真设置情况相符；

在移除异常点后，对当前 GMM 模型进行下一轮的

迭代和更新。

4     结语

1） 针对不完全可观测、缺少线路参数且谐波相

位信息的系统，基于 GMM 原理提出一种谐波责任

量化的解决方案；

2） 运用 BIC 和 KL 散度，确定谐波负荷的数量

与位置的范围。此外，通过应用 Z 检验来识别异常

谐波样本，确保 GMM 模型更新的准确性和可靠性；

3） 尽管所提方法在测试中取得了预期效果，但

仍有进一步优化的空间。未来将围绕不可观系统

的谐波责任动态量化开展研究，适应电力系统实时

变化的需求。
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